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Sammanfattning

Denna rapport redogor arbetsprocessen for modelleringen och simuleringen av ett fysikalisk
fenomen, i detta fall en ljusstrile som passerar igenom ett prisma. Slutresultatet av projektet
visar hur dispersionen fran ett prisma gjort av glas ser ut nér prismat roterar kring sin z-axel.
Rapporten gar igenom det som krdvs for att utfora projektet, som de fysikaliska principerna
och implementationsprocessen. Reflektioner och diskussioner av de hinder som uppkom under
processen tas upp efter det slutgiltiga resultatet presenterats. Resultatet for projektet blev en
prisma som roterar. Rotationen bestar av att vinkelhastigheten skickas in i en differentialekva-
tion som sedan berdknar prismans nésta position. Det skickas en strale genom prisman som
bryts beroende pa infallsvinkeln och utfallsstralen bestar av ett fargspektrum.
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Kapitel 1

Inledning

For att underlitta forstaelsen for fysikaliska system kan visuella redskap anvindas. I denna rap-
port kommer arbetsprocessen bakom ett modellprojekt att redovisas. Malet med projektet var
att med hjilp av forundersokning, fysik, datorgrafik, modellering och limpliga API', skapa en
verklighetstrogen visualisering av ljusets brytning i ett prisma. Projektets syfte var att praktiskt
anvinda sig av de kunskaper projektgruppen erhallit fran kursen Modellbygge och Simulering,
i anknytning till tidigare kurser.

1.1 Bakgrund

Malet med detta projekt var att utveckla tidigare kunskaper vilket bidrog till en djupare forstaelse.
Projektvalet grundades i att tidigare kunskaper kunde appliceras pa prisma och gav projektgrup-
pen en mojlighet att utvecklas pa flera olika moment och @mnen. De dmnen som bearbetats dr
modellering, simulering, datorgrafik, fysik, trigonometri, linjir algebra och flervariabelanalys.

I detta projekt har ett triangulédrt prisma behandlats. Speciellt vid ett triangulért optiskt glas
eller ett transparent prisma, dr att det separera infallande vitt ljus i ett spektrum av féarger [1].
Detta dr anvdandbart inom manga delar av IT-industrin. For att kunna skapa reflekterande eller
transparenta material inom till exempel datorgrafik kravs det kunskap om hur ljus beter sig vid
kollision av denna sorts objekt.

' API-Application Programming Interface



1.2 Syfte

Syftet med arbetet var att inom en liten projektgrupp astadkomma en modellering av ett fy-
sikaliskt system med hjélp av en eller flera differentialekvationer. Inneborden av detta var att
forst bestimma en matematisk modell som blev grunden till systemets simulation och sedan
presentera en grafisk representation av systemet.

1.3 Avgransningar

Avgransningar som gjordes infor projektet var att ingen reflekterande ljusstrale beriknades el-
ler skapades. Eftersom projektet var tidsbegrinsat fick olika moment olika prioriteringsordning
for att en fiardig produkt skulle kunna presenteras. Bland de moment som hade ldgre priorite-
ringsordning finns 3D-rotation och totalreflektion i prismat.



Kapitel 2

Genomforande

Projektet delades upp i tva delar, en forundersokningsfas och en implementionsfas. Under
forundersokningen fasen togs differential ekvationer och matematiska modeller fram for att
sedan valideras. Under implementionsfasen anvidndes delarna fran forundersokningen for att
framstilla de grafiska komponenterna.

2.1 Forundersokning

Under forundersokningen genomfordes preliminidra matematiska berdkningar 1 MATLAB {or
att kontrollera att fysiken fungerade korrekt innan implementering. Dessa berdkningar involve-
rade Snells lag for ljusets brytning, 2D-rotation med hjélp av differentialekvationer och Eulers
stegmetod.

2.1.1 Prisma

Ett prisma dr inom optiken ett transparent geometrisk element som anvindas for att sprida
ljuset i till exempel en spektrometer eller for att polarisera ljus. Den vanligaste formen av ett
prisma har en trianguldr bas som forldngs med tre rektangulédra ytor som tillsammans formar
en triangel som kan ses 1 Figur 2.1.



Figur 2.1: Utvikt prisma bestaende av tva trianglar och tre rektanglar.

Det dr denna typ av prisma som skapar ett spektrum av firger nér vitt ljus passerar genom den.
Detta uppstar pa grund av dispersion av ljuset. I detta fall paverkar glasets brytningsindex och
ljusets hastighet vaglingden beroende pa dess frekvens. Det blir da tidsvariationer i perioder
mellan de skilda vagliangderna i spektrumet vilket liknar en regnbage. Figur 2.2 pavisar denna
brytning, da rott ljus har en mindre brytning och violett ljus bryts mer [2].

Figur 2.2: Infallande vitt ljus passerar genom prismat och delas upp i ett spektrum av férger.

Ljusets dispersion fran prismat beror pa vilken vinkel den infallande ljusstralen har i forhallande
till den triffade sidans normal. Vinklarna beridknas med Snells lag. Under detta projekt har bryt-
ningsindex for luft och glas anvints. Dessa variabler dr satta till n, = 1.00029 och n, = 1.51.
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2.1.2 Snells Lag

Snells lag[3], dven kénd som brytningslagen, faststiller en ljusstréles riktningsiandring nér den
passerar genom grinsytan mellan tva medier. Refraktionen sker pa grund av vaglangdens has-
tighetsforandring da den byter medium [4].

Snell’s Law:
ny sin #; = ne sin B9

01

1

Figur 2.3: Snells lag.

Totalreflektion dr fenomenet som uppstar da infallsvinkeln dr storre dn den kritiska vinkeln som
definieras enligt ekvation 2.1.

0, = arcsin(%) 2.1
1

Den kritiska vinkeln &r griansvinkeln for totalreflektion och ges av Snells lag. Vid totalreflektion
kommer ljusstrdlen fran ett optiskt titare medium. Om infallsvinkeln &r sd pass stor att det inte
finns tillrdacklig med utrymme f6r den brutna stralen i det tunnare mediet sa reflekteras allt ljus
tillbaka i det titare mediet.

2.1.3 Eulers stegmetod

For att kunna anviinda en differentialekvation till det tinkta projektet approximerades prismats
hornpunkter med hjélp av Eulers stegmetod. Eftersom prismats sex hornpunkter ligger i en lik-
sidig triangel kan dessa tinkas ligga i en cirkel med samma radie och att de sedan forflyttas
efter cirkelns kant, vilket kan ses 1 Figur 2.4. Punkternas position ses som en funktion av vin-
kelhastigheten, se ekvation 2.2.



VAR

Figur 2.4: Hur rotationen fungerar med hjilp av Eulers stegmetod

Via detta skapades en differentialekvation, se 2.3 som forklarade punktens position med avse-
ende till dess vinkelhastighet. Ur denna differentialekvation skapades sedan 2.4 med hjilp av
Eulers stegmetod.

o = / wy(t)dt (2.2)
Opir = 0, +hx0 (2.3)
Opi1 = O, + hxw (2.4)

Dir 6,, ar ursprungsvinkeln till positiva x-axeln, h &r steglingden som stegas varje gang bilden
uppdateras. h ér i detta fall satt till 0.1 och w &r vinkelhastigheten som skickas in &dr beroende av
enheten programmet kors pa. Den ér satt till datorns uppdateringshastighet multiplicerat med
7 for att det ska upplevas som att prismat roterar lika snabbt pa olika datorer. Vinkeln for varje
punkt stegas sedan med Eulers stegmetod och nya punkter berdknas med hjélp av Phytagoras
sats och trigonometri sd att en rotation av triangeln uppstar.

2.14 MATLAB

For att sdkerstilla att alla formler och ekvationer ger ritt resultat implementerades 16sningarna i
MATLAB, ett datorprogram for matematiska och tekniska 16sningar. Det som implementerades
1 MATLAB var rotationen av prismat och brytningen av ljuset inuti prismat som kan ses 1 2.5.
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Figur 2.5: Den grafiska representationen av brytningen i ett prisma fran MATLAB.

Rotationen skapades med hjélp av cirkelns ekvationen och triangeln forflyttades med Eulers
stegmetod 1 samband med en differentialekvationen som presenterades i 2.4 med samma para-
metervirden med undantag for vinkelhastigheten som ér satt till —7/20.

Svarigheterna som stottes pa i MATLAB var hur programmet skulle detektera nir ljuset pas-
serade en vidgg. Denna position anviandes som utgangspunkt for nésta ljusstrale. For att hitta
denna position betraktades ljusstralen och de tre viggarna som olika linjens ekvation. Samban-
den mellan ljusstralen och de olika viggarna kan genererar positionen dér ljuset bryts.

Ljuset representerades av en linjens ekvation och for att kunna berdkna om den efter en bryt-
ning behovs tva punkter pa linjen. Den forsta punkten r den detekterade positionen dér ljuset
bryts men nista punkten behovs beridknas fram. For att berikna den andra punkten anvéinds
trigonometri dér en kort stegning i x-led sker for att ge ett nytt y-virde. Da brytningen fran
Snells lag ger vinkel mellan ytans normal och ljusets riktning sa kan ej den vinkeln anvindas.
Den 6nskade vinkeln dr mellan ljusets riktning och x-axeln. Da utstralen har bryts tva ganger
behovs det olika formler mellan den for brytningen och den andra. Ekvation 2.5 anvénds for
forsta brytningen och ekvation 2.6 anvinds for den andra brytningen.

a1 = Op — Oyl (25)

g = Qo + gy — /3 (2.6)
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Formlerna kommer fran definitionen av en rittvinklig triangel och vinklarna som anvénds i
ekvation 2.5 och 2.6 kan ses i figur 2.6.

uT2

Figur 2.6: Vinklar som behovs for att berdkna ljusstralens linje.

Nir vinklarna har berdknats sa anvinds tangens for att berdkna den andra punkten. For forsta
brytningen anvinds ekvation 2.7 och andra brytningen anvinder sig av ekvation 2.8.

Y2 = U1 + T steg * t(m(ozl) (27)
Yo =Y + (1 - xsteg) * tan(a’Q) (28)

Om minus eller plus anvinds i ekvationerna 2.7 och 2.8 beror pa vilken sida av normalen som
ljusstralen bryter prismat.

2.2 Implementation

Den grafiska implementationen av de fysikaliska berdkningarna skedde i C++ med bibliote-
ket OpenGL. De standarder som foljdes var efter C++ 11 och OpenGL 3.3 och programmet
byggdes for Windows 10. Mjukvaran for texteditor var Visual Studio 2017 och dess inbyggda
kompilator anvindes. Ljusstralen som skapades ir inte ljus i praktiken utan ett plan. Utstrdlen
ar en triangel pa som forflyttar sig beroende pa brytningsvinkeln.



Kapitel 3

Resultat och Diskussion

I foljande kapitel presenteras projektets resultat samt dess implementering och utveckling dis-
kuteras.

3.1 Resultat

Det slutgiltiga resultatet blev en scen som anvéndaren kan rora sig fritt i. Scenen innehéller ett
roterande prisma dér en ljusstrale bryts for att generera en regnbagsliknande ljusstréle, se Figur
3.1.

Figur 3.1: Slutliga grafiska representationen av prismat och ljusstralen.

Implementationen saknar den reflekterande vinkel inuti prismat som hade generat ytligare tva
fall dér en ljusstrale bryts ut ur prismat.



3.2 Diskussion

Eftersom projektet kan utvecklas pa manga sitt var en grians tvungen att faststillas. Tidsbrist
ledde till att totalreflektion i prismat och 3D-rotation inte kunde implementeras pa ett accepta-
belt sitt, trots att mycket arbete hade lagts pa dessa moment. Problemet med 3D-rotationen var
att den inte gick att implementera pa samma sétt som 2D-rotationen ty alla hornpunkter inte
ligger lika langt fran origo. Detta medforde att radien blev olika for tva av hornpunkterna och
sfiariska koordinater kunde inte anviandas. Da tillkom dven ett annat problem vid implemente-
ringen, att ¢, som dr vinkeln till z-axeln 1 sfiriska koordinater [5], inte definieras for alla tal
utan endast mellan O till 7. Det medforde att implementeringen blev markant mycket svéarare
jamfort med 2D-rotationen. En mojlig 16sning pa detta som dnnu inte testats &r att tinka att
tanka att prismats hornpunkter ligger i olika sfiarer med olika radie. Detta gor att radien inte
alltid maste vara densamma men det medfor ocksa att ekvationerna for de olika hornpunkterna
blir betydligt mer avancerade.

Vid implementeringen av 3D-rotationen hade detektionen av positionen for ljusbrytningen slu-
tat fungera. Differentialekvationen ger alla punkter pa prismat och kan saledes spanna upp en
ekvation for planet. Om ljusstralen betraktas som en vektor kan positionen dir stralen bryter
planet hittas via planets ekvation.

Ett fall som inte implementerades var fallet for totalreflektion. Anledningen till detta var att
det dr en extremt tidskrdvande uppgift da manga specialfall som maste tas i atanke. Eftersom
det dr mycket arbete for en liten visuell utdelning fick detta moment ldgre prioritering @n andra
punkter. Detta medforde att det inte hann utféras innan deadline. Det hir innebér ocksa att
totalreflektion inne i prismat som skulle ha gett en utstrale inte kunde heller kunde skapas.
Resultatet blir darfor att endast stralar som bara bryts en gang kommer att visualiseras.

Arbete i ett vidare skede vore att implementera de punkter som tagits upp ovan och dessutom
implementera avgriansningen som gjorde: att en reflekterande strale skapades nir ljuset triffade
prismat. Forbattring av glasmaterialet sa att det 4r mer fysikaliskt korrekt skulle ocksa ge en
bittre visuell representation.
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Kapitel 4

Slutsats

Under projektets gang tillkom problem som ansags vara triviala teoretiskt men som visade
sig vara svarare att implementera grafiskt. Detta medforde att projektets delar tog betydligt
langre tid, vilket resulterade i att det slutliga resultatet inte uppfyllde de forvéntningar som
satts. Huvudsakligen ar det 3D-rotationen och ljusbrytningen som é&r bristféllig pa grund av
detta. Trots detta blev gruppen nojda med den resulterande prisman och brytning, med tanke pa
den korta tidsperioden och svarigheterna vid implementering.
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